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Modalna analiza tankih pločevin
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Pri numerični modalni analizi tankih pločevin je za mreženje modela na voljo množica
variant končnih elementov. V okviru zaključne naloge sta obravnavani dve, namen
primerjave pa je ugotoviti smiselnost uporabe ploskovnih elementov proti volumskim
elementom pri analizi tankih pločevin. Simulacije so v celoti napisane v APDL pro-
gramskem jeziku, kateri se v ozadju izvaja v nekaterih komercialnih simulacijskih orod-
jih.
Kot prvo je bil obravnavan preprost primer ravne pravokotne tanke plošče brez vpetja.
Frekvenčni odziv sistema je bil najprej določen analitično. V nadaljevanju je bila izve-
dena numerična modalna analiza plošče, skladnost rezultatov pa je pričala o pravilno
postavljenem numeričnem modelu.
V nadaljevanju so bili obravnavani dinamski odzivi varjenih in ojačanih profilov, s
kakršnimi se pogosto srečujemo v industriji.
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When performing numerical modal analysis of thin plates, one has a palette of finite
element types to choose from. In this assignment, two of those are analyzed more
in-depth and the purpose of the comparison is to find the benefits of using shell type
elements in place of, more typical, 3D elements while performing numerical modal ana-
lysis of thin plates. All of the simulations have been written in raw APDL programming
language, which is also ran by commercial simulation tools in the background.
Firstly, a simple, square thin plate without supports was analyzed. Analytically cal-
culated natural frequencies served as a reference and finite element method analysis
was then performed using both types of finite elements. Numerical modal analysis of
the plate was performed next and complying results confirmed the code itself, as the
numerical models were correct.
Dynamic response of welded and reinforced profiles, often used in real-life products,
was analyzed next.
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1 Uvod
1.1 Ozadje problema
Pri uporabi komercialnih orodij za numerične analize v strojnǐstvu se pogosto izvaja
simulacije brez globljega znanja o uporabljenih metodah in procesih, ki se v zaledju
programa izvajajo. Primer tovrstne simulacije je prikazan na sliki 1.1. Ozadje pro-
blema zaključne naloge je osvojitev metode končnih elementov in podrobna analiza
ploskovnih in volumskih elementov. Numerične analize so v celoti izvedene v APDL
kodi (ang. ANSYS Parametric Design Language), kar je tudi eden izmed izzivov na-
loge. Tovrstno znanje je ključno za izvajanje specifičnih funkcij, ki jih z vgrajenimi
funkcijami komercialnih orodij ni vselej moč izvesti. Ukaze vstavljamo v simulacijo v
obliki odrezkov (ang. snippet) in z njimi definiramo npr. neko lastnost materiala, robni
pogoj, itd. Pisanje surove kode hkrati omogoča popoln nadzor nad simulacijo in je s
tem zelo primerno za primerjavo posameznih vrst končnih elementov med seboj.
Slika 1.1: Primer numerično določene lastne oblike.
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1.2 Cilji naloge
Obravnava in primerja se dve vrsti končnih elementov, ploskovne in volumske elemente.
Analiziramo osem vozlǐsčni volumski SOLID 185 element in štiri vozlǐsčni ploskovni
SHELL 181 element. Pri obravnavi je pozornost posvečena rezultatom modalne analize
glede na uporabljen element, hkrati pa na čas, potreben za izvedbo simulacije. Da
preverimo pravilnost postavljenega modela in kode same, najprej vzamemo primer
preproste pravokotne plošče in lastne frekvence le-te izračunamo analitično, rezultate
pa primerjamo z rešitvami numeričnega modela. Ko smo v numerični model za oba tipa
elementov prepričani, nadaljujemo z modalno analizo kotnega profila in primerjamo,
kako na togost vpliva privarjeno ojačitveno rebro, oziroma ojačanje profila z vtisom.
2
2 Teoretične osnove
V inženirski praksi se pogosto soočamo s hrupom in vibracijami. Te so posledica
nihanja sistema, najsi bo to vsiljeno ali lastno nihanje, in lahko znatno vplivajo na
delovanje sistema.
Vsak deformabilen sistem izkazuje ojačan odziv pri eni ali več lastnih frekvencah. La-
stna frekvenca je določena z maso in togostjo sistema in je rezultat cikličnega izmenje-
vanja potencialne in kinetične energije znotraj sistema. Kinetično energijo povezujemo
s hitrostjo strukturne mase, medtem ko potencialna predstavlja energijo, shranjeno v
elastični strukturi z neko togostjo. Lastne frekvence in lastne oblike struktur želimo
obvladovati, ker je tiho in mirno delovanje naprav v sodobni industriji ključnega po-
mena.
2.1 Nihanje sistemov z več prostostnimi stopnjami
Število medsebojno neodvisnih koordinat, potrebnih za popoln popis lege sistema, de-
finira število prostostnih stopenj sistema. Osnovno mehansko nihalo je primer sistema
z eno prostostno stopnjo, saj za popis lege nihala potrebujemo zgolj eno koordinato.
Nihajoči sistemi z več prostostnimi stopnjami so sistemi, ki potrebujejo za popis lastne
dinamike več kot le eno prostostno stopnjo, torejN prostostnih stopenj. Tak sistem ima
prav tako N lastnih frekvenc in oblik, te so pa določene iz sistema N gibalnih enačb.
S tovrstnimi sistemi se najpogosteje srečujemo v praksi, npr. vzmetenje avtomobila,
glavna gred motorja z notranjim izgorevanjem, analiza z MKE, itd. [1].
Primer reševanja takega sistema enačb v tem delu predstavimo na preprostem nedušenem
sistemu z dvema prostostnima stopnjama, ki je prikazan na slikah 2.1 in 2.2.
Slika 2.1: Primer sistema z več prostostnimi stopnjami.
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Slika 2.2: Diagram prostih teles.
Za vsako izmed teles postavimo gibalni enačbi. Predpostavimo, da velja x2 > x1 in v
matrični obliki zapǐsemo:
[
3m 0
0 m
](
ẍ1
ẍ2
)
+
[
2k −k
−k 2k
](
x1
x2
)
=
(
0
0
)
. (2.1)
Ob predpostavki, da gre za nedušeno nihanje in da je odziv harmoničen in simultan,
je nastavek za rešitev:
x1(t) = X1 sin(ωt), x2(t) = X2 sin(ωt), (2.2)
kjer sta X1, X2 amplitudi odziva in ω frekvenca, ki jo ǐsčemo, t.i. prosti parameter.
Enačbi (2.1) in (2.2) združimo:
([
2k −k
−k 2k
]
− ω2
[
3m 0
0 m
])(
x1(t)
x2(t)
)
=
(
0
0
)
. (2.3)
Pogoji veljajo za poljuben čas, nas pa zanimajo le netrivialne rešitve, zato predpo-
stavimo, da je sin(ωt) različen od nič. Naprej ǐsčemo ničlo determinante matrike iz
(2.3):
⏐⏐⏐⏐2k − ω23m −k2−k2 2k − ω2m
⏐⏐⏐⏐ = 0. (2.4)
Vpeljemo λ = ω2 in dobimo:
λ2 −
(
8
3
k
m
)
+
(
k
m
)2
= 0. (2.5)
Izrazimo rešitvi kvadratne enačbe:
λ1 = 0,4514
k
m
, λ2 = 2,215
k
m
. (2.6)
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Lastni frekvenci sistema sta tako:
ω1 =
√
λ1 =
√
0,4514
k
m
, ω2 =
√
λ2 =
√
2,215
k
m
. (2.7)
Iz enačbe (2.3) je mogoče določiti tudi brezdimenzijsko razmerje amplitud:
X2
X1
=
2k − 3mω2
k
. (2.8)
Prej dobljeni lastni frekvenci vstavimo v enačbo (2.8):
(
X2
X1
)(1)
=
2− 0,4514
1
= 1,549,(
X2
X1
)(2)
=
2− 2,215
1
= −0,366,
(2.9)
kjer prva in druga vrednost predstavljata razmerji amplitud pri nihanju sistema s prvo
in drugo lastno obliko. Prva in druga lastna oblika sta tako:
X(1) =
(
1
1,549
)
, X(2) =
(
1
−0,366
)
. (2.10)
2.2 Analitična modalna analiza pravokotne plošče
V nadaljevanju bomo primerjali uporabo ploščinskih in volumskih elementov pri nu-
merični modalni analizi. Najprej pa poǐsčimo analitično rešitev, katera bo služila kot
referenčna vrednost za primerjavo numeričnih analiz. Obravnavamo pravokotno ploščo
končnih dimenzij, prikazano na sliki 2.3, ki predstavlja zvezni sistem. Bistvena lastnost
zveznega sistema je, da je vsa masa, togost in dušenje po sistemu porazdeljeno zvezno.
Tak sistem ima neskončno mnogo prostostnih stopenj in je obvladljiv zgolj z analitično
obravnavo. Plošča je dvodimenzionalna plast (ena dimenzija je veliko manǰsa od pre-
ostalih dveh) elastičnega materiala, ki v celoti leži v eni ravnini. Elastični material
plošče ima določeno debelino in posledično izkazuje upogibno togost. Ob prečnih vi-
bracijah se plošča deformira pravokotno na ravnino xy. Pogosti primeri plošč so strehe
avtomobilov, ohǐsja pralnih strojev, letala, itd.
Teorija plošč je povzeta po [2], [3], [4] in [5].
Pri analizi upoštevamo določene predpostavke:
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1. Plošča je ravna in konstantne debeline.
2. Ploščo sestavlja homogen, izotropen, linearno elastičen material.
3. Plošča je tanka, ena dimenzija je vsaj desetkrat manǰsa od preostalih dveh.
4. Deformacija plošče izhaja samo iz upogibne deformacije. Deformacije so v primer-
javi z debelino plošče majhne. Med deformacijo normale nedeformirane površine
ohranjajo vzporednost z normalami sredinske ravnine plošče (ang. midplate,
površina, simetrična na zgornjo in spodnjo površino plošče).
5. Vrtilna količina in strižna deformacija sta zanemarljivi.
6. Vse obremenitve, vzporedne z ravnino plošče, so nične.
Slika 2.3: Dimenzije pravokotne plošče in uporabljen koordinatni sistem.
Cilj izpeljave je določiti dinamski odziv plošče, torej lastne frekvence fij in pomike
plošče ob vsakem času w(x, y, t).
2.2.1 Napetostno in deformacijsko stanje pravokotne plošče
plošče
Ob deformaciji ostaja sredinska ravnina plošče neobremenjena, preostale točke mate-
riala pa podlegajo dvoosnemu napetostnemu stanju. Glede na osnovno predpostavko
6
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ostajajo med deformacijo ploskve materiala vzporedne z osnovno ploskvijo. Napetost
v materialu je proporcionalna oddaljenosti od osnovne ravnine, največje napetosti pa
se nahajajo na površini plošče. Za ploščo, ki leži v ravnini xy (slika 2.3) velja:
εx = −z
∂2w(x, y)
∂x2
, εy = −z
∂2w(x, y)
∂y2
, εxy = −2z
∂2w(x, y)
∂x∂y
, (2.11)
kjer sta εx in εy normalni specifični deformaciji in εxy strižna deformacija, W (x, y) pa
predstavlja poves. Za vse preostale specifične deformacije v smereh izven ravnine velja:
εxz = εyz = εzz = 0. (2.12)
V enačbah (2.11) in (2.12) je z razdalja od sredinske ravnine plošče.
Napetosti so preko Hookovega zakona povezane s specifičnimi deformacijami:
⎛⎝σxxσyy
σxy
⎞⎠ = E
1− ν2
⎡⎣1 0 00 1 0
0 0 1− ν
⎤⎦⎛⎝εxxεyy
εxy
⎞⎠ , (2.13)
kjer velja:
σxz = σyz = σzz = 0. (2.14)
E predstavlja modul elastičnosti materiala, ν pa Poissonovo število (prvi indeks vedno
označuje ravnino, drugi pa smer delovanja napetosti). Poissonovo število je definirano
kot razmerje med specifično deformacijo v prečni smeri in vzdolžni smeri pri natezni
obremenitvi materiala:
ν = −εz
εx
= −εz
εy
. (2.15)
V plošči se pojavljajo upogibni momenti Mx in My ter vzvojni moment Mxy:
Mx = −
∫ h/2
−h/2
σxxzdz =
Eh3
12(1− ν2)
(
∂2w
∂x2
+ ν
∂2w
∂y2
)
,
My = −
∫ h/2
−h/2
σyyzdz =
Eh3
12(1− ν2)
(
∂2w
∂y2
+ ν
∂2w
∂x2
)
,
Mxy = −
∫ h/2
−h/2
σxyzdz =
Eh3
12(1− ν2)
∂2w
∂x∂y
.
(2.16)
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Integrali so omejeni na debelino plošče. Prečne strižne sile v plošči so posledica prečnih
napetosti in so neposreden rezultat deformacij:
Fx = −
∫ h/2
−h/2
σxzdz =
Eh3
12(1− ν2)
∂
∂x
(
∂2w
∂x2
+ ν
∂2w
∂y2
)
,
Fy = −
∫ h/2
−h/2
σyzdz =
Eh3
12(1− ν2)
∂
∂y
(
∂2w
∂x2
+ ν
∂2w
∂y2
)
.
(2.17)
Čeprav so bile specifične strižne deformacije εxz, εyz in strižne napetosti σxz, σyz zane-
marjene, integral le-teh čez neko debelino ni enak nič. Strižne napetosti, ki ležijo izven
ravnine, bodo imele načeloma paraboličen potek čez debelino plošče, torej bo napetost
največja na sredini in na koncih enaka nič.
2.2.2 Lastne frekvence in lastne oblike pravokotne plošče
Z znanim popisom napetostnega stanja in upoštevanjem vztrajnosti plošče, je mogoče
obravnavati dinamski odziv plošče. Zaradi kompleksnosti in globine obravnavane te-
matike, so pri izpeljavi nekateri koraki izpuščeni in končne enačbe povzete po literaturi.
Valovno enačbo za plošče po Kirchhoff-Love teoriji [6] zapǐsemo kot:
h3E
12(1− ν)
(
∂4w
∂x4
+ 2
∂4w
∂x2∂y2
+
∂4w
∂y4
)
= −2ρh∂
2w
∂t2
, (2.18)
za ploščo debeline h, gostote ρ, Poissonovega količnika ν in elastičnega modula E.
Predpostavimo deformacijsko polje v naslednji obliki:
w(x, y, t) = W (x, y)T (t), (2.19)
in harmonski odziv plošče:
T (t) = A sin(ωt− φ), (2.20)
kjer je W (x, y) funkcija, odvisna od robnih pogojev in T (t) funkcija, odvisna od
začetnih pogojev. Za T (t) velja:
T̈ (t)
T (t)
= −ω2. (2.21)
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Deformacijsko polje lahko odvajamo dvakrat po času:
d2w(x, y, t)
dt2
= W (x, y)
d2T (t)
dt2
, (2.22)
oziroma preko njega apliciramo dvojni laplaceov operator:
∆w(x, y, t) =
(
∂4W (x, y)
∂x4
+ 2
∂4W (x, y)
∂x2∂y2
+
∂4W (x, y)
∂y4
)
T (t). (2.23)
Enačbi (2.22) in (2.23) vstavimo v začetni nastavek (2.18) in dobimo:
h3E
12(1− ν)
·
(
∂4W (x, y)
∂x4
+ 2
∂4W (x, y)
∂x2∂y2
+
∂4W (x, y)
∂y4
)
= 2ρhw20W (x, y). (2.24)
Novo diferencialno enačbo rešimo z upoštevanjem robnih pogojev. Rešitvi, ki ju ǐsčemo
sta lastna oblika w̃ij(x,y) in lastna frekvenca fij. Odziv plošče je tako:
w(x, y, t) =
∑
i
∑
j
Aijw̃ij(x, y) sin(2πfijt+ ϕij), (2.25)
kjer je Aij amplituda in ϕij fazni zamik odziva plošče. Amplituda in fazni zamik
odziva sta določena z začetnimi pogoji, lastna frekvenca in oblika pa zavisita od robnih
pogojev. Podrobnosti reševanja diferencialne enačbe z upoštevanjem robnih pogojev
so izpuščene. Za prosto vpeto ploščo velja:
fij =
λ2ij
2πa2
(
Eh3
12γ(1− ν2)
)1/2
, i = 1,2,3,..., j = 1,2,3,..., (2.26)
kjer je brezdimenzijski parameter λij odvisen od indeksov (i,j) in dimenzij plošče a,b
(tabela 2.1).
Lastne oblike in lastne frekvence plošč označujeta indeksa i in j. Števnika predstavljata
število polovičnih valov v posamezni dimenziji ravnine, v kateri plošča leži.
Z znano deformacijo w, lahko po enačbah (2.17) in (2.13) določimo tudi napetosti,
deformacije in rezultirajoče sile, ki v plošči delujejo.
Izpeljali smo enačbo za izračun lastne frekvence plošče. Z znanim razmerjem dimenzij,
lahko iz tabele izberemo ustrezen brezdimenzijski parameter λ2ij.
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Preglednica 2.1: Analitično določeni brezdimenzijski koeficienti [2].
a/b
λij
1 2 3 4 5 6
0,4
3,463
i,j=(1.3)
5,228
(2.2)
9,622
(1.4)
11,44
(2.3)
18,79
(1.5)
19,10
(2.4)
0,67
8,946
(2.2)
9,602
(1.3)
20,74
(2.3)
22,35
(3.1)
25,87
(1.4)
29,97
(3.2)
1,0
13,49
(2.2)
19,79
(1.3)
24,43
(3.1)
35,02
(3.2)
35,02
(2.3)
61,53
(4.1)
1,5
20,13
(2.2)
21,60
(3.1)
46,65
(3.2)
50,29
(1.3)
58,20
(4.1)
67,49
(2.3)
2,5
21,64
(3.1)
33,05
(2.2)
60,14
(4.1)
71,48
(3.2)
117,5
(5.1)
119,4
(4.2)
Izpostaviti je treba, da so lastne oblike i,j = (1.1), (1.2), (2.1) lastne oblike togega
telesa [2].
2.3 Metoda končnih elementov
Metoda končnih elementov je ena od metod aproksimativnega numeričnega reševanja
sistemov z več prostostnimi stopnjami. Realni sistemi so zvezni in težko obvladljivi,
zato težimo k poenostavitvi. Zvezen sistem poenostavimo tako, da ga razdelimo na
množico manǰsih elementov osnovnih oblik (t.i. končni elementi) in jih obravnavamo
posamezno. Ta proces imenujemo diskretizacija zveznega sistema. Napetosti in de-
formacije so znotraj končnega elementa razporejene enakomerno, med elementi pa se
prenašajo preko vozlǐsč. Napetosti in deformacije so v vozlǐsčih izražene s silami in
pomiki, definirajo pa jih gibalne enačbe sistema. Reševanje zapletenih diferencialnih
enačb se torej z metodo končnih elementov prevede v reševanje sistema preprostih
enačb, kar omogoča analizo kompleksneǰsih sistemov. Osnova za MKE je šibka oblika
integralske formulacije.
2.3.1 Diskretizacija zveznega sistema
Z diskretizacijo zveznega sistema se število prostostnih stopenj iz neskončnega omeji
na obvladljivo, končno število prostostnih stopenj. Predpostavke in izpeljave v nada-
ljevanju so bile povzete po virih [2], [7] in delno po [8].
Predpostavke pri diskretizaciji zveznega sistema [2]:
– struktura je razdeljena na neko množico elementov
– elementi so med seboj povezani izključno v vozlǐsčih
– napetosti in deformacije znotraj vsakega elementa so izražene kot sile in pomiki v
vozlǐsčih
– masa elementov je koncentrirana v vozlǐsčih.
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Iz ravnotežja sil in pomikov v vozlǐsčih in robnih pogojev dobimo sistem linearnih
enačb, iz katerega lahko izrazimo sile, pomike, napetosti, lastne oblike in frekvence.
2.3.2 Končni element za upogibno obravnavo nosilcev
Namen tega poglavja je prikaz diskretizacije in principa reševanja dinamskega odziva
zveznega sistema po metodi končnih elementov. Primer tanke plošče bi bil v ta namen
preobsežen, zato obravnavamo bolj preprost primer nosilca.
Vodilno gibalno enačbo za upogibno obremenjen nosilec po Euler-Bernoullijevi teoriji
zapǐsemo kot [9]:
ρA
∂2w(x, t)
∂t2
+ EI
∂4w(x, t)
∂x4
= 0. (2.27)
Predpostavke Bernoulli-Euler nosilčnega elementa [7]:
– nosilčni element je dvodimenzionalen, prizmatičen, homogen in izotropičen(E,I,A so
konstantne)
– deformacija zaradi strižnih napetosti (σxy) je zanemarljiva
– rotacijska vztrajnost je zanemarljiva
– pravokotnost med prečnimi preseki nosilca in nevtralno osjo se med deformacijo
ohranja.
– vzdolž nosilca ni kontinuiranih obremenitev (strižne napetosti so konstantne)
Nosilec diskretiziramo na končne elemente s štirimi prostostnimi stopnjami, kakršen je
prikazan na sliki 2.4.
Slika 2.4: Diagram prostostnih stopenj za nosilec.
Kinetično in potencialno energijo posameznega končnega elementa lahko zapǐsemo kot:
Ek =
1
2
ρLA
∫ l
0
(
∂w
∂t
)2
dx,
Ep =
1
2
EI
∫ l
0
(
∂2w
∂x2
)2
dx,
(2.28)
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kjer je:
w(x, t) = ϕT(x) · q(t). (2.29)
ϕ(x) predstavlja vektor oblikovnih funkcij, q(t) pa vektor prostostnih stopenj.
Enačbo razširimo in preuredimo. Izrazimo lahko masno m in togostno matriko k:
M = ρLA
∫ l
0
ϕ · ϕTdx,
K = EI
∫ l
0
∂2ϕ
∂x2
· ∂
2ϕT
∂x2
dx.
(2.30)
Z znanima nastavkoma za masno in togostno matriko (2.30) nadaljujemo z iskanjem
oblikovnih funkcij.
Zapǐsemo transponirana vektorja prostostnih stopenj qT(t) in oblikovnih funkcij ϕT(x):
qT(t) = [q1(t), q2(t), q3(t), q4(t)], (2.31)
ϕT(x) = [ϕ1(x), ϕ2(x), ϕ3(x), ϕ4(x)]. (2.32)
Funkcijo povesa v odvisnosti od časa zapǐsemo v polinomski obliki. Štiri prostostne
stopnje narekujejo polinom tretjega reda:
w(x, t) = a0 + a1x+ a2x
2 + a3x
3. (2.33)
Postavimo robne pogoje 2.4:
w(0, t) = q1(t),
∂w
∂x
(0, t) = φ1(t) = q2(t),
w(l, t) = q3(t),
∂w
∂x
(l, t) = φ2(t) = q4(t).
(2.34)
Robne pogoje (2.34) vstavimo v polinomski nastavek (2.33) in dobimo štiri oblikovne
funkcije:
ϕ1(x) = 1− 3
(x
l
)2
+ 2
(x
l
)2
,
ϕ2(x) = x− 2l
(x
l
)2
+ l
(x
l
)3
,
ϕ3(x) = 3
(x
l
)2
− 2
(x
l
)3
,
ϕ4(x) = −l
(x
l
)2
+ l
(x
l
)3
.
(2.35)
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Funkcije vstavimo v nastavek za masno in togostno matriko končnega elementa nosilca
(2.30) in dobimo:
M =
ρLAl
420
⎡⎢⎢⎣
156 22l 54 −13l
22l 4l2 13l −3l2
54 13l 156 −22l
−13l −3l2 −22l 4l2
⎤⎥⎥⎦ , (2.36)
K =
EI
l3
⎡⎢⎢⎣
12 6l −12 −6l
6l 4l2 −6l 2l2
−12 −6l 12 −6l
6l 2l2 −6l 4l2
⎤⎥⎥⎦ . (2.37)
2.3.3 Modalna analiza konzolno vpetega nosilca
V poglavju 2.1 smo obravnavali preprost sistem z dvema prostostnima stopnjama. V
nadaljevanju bo obravnavan primer preprostega nosilca po metodi končnih elementov.
Na sliki 2.5 je prikazan diskretiziran primer konzolno vpetega nosilca profila I200.
Slika 2.5: Diskretiziran nosilec.
Preglednica 2.2: Vhodni podatki za izračun odziva nosilca po MKE [10].
Veličina vrednost
E [MPa] 21·104
I [mm4] 2140·104
ρl [kg/m] 26,3
A [mm2] 3350
L [mm] 3000
Osnova preračuna ostaja enaka kot v predhodno obravnavanem primeru:
M · ẍ+K · x = 0, (2.38)
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kar lahko preoblikujemo v:
(K− ω2M) · x = 0. (2.39)
Rešujemo torej sistem enačb. Z znanimi togostnimi in masnimi matrikami končnega
elementa zapǐsemo [6]:
EI
l3
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
12 6l −12 6l 0 0 0 0
6l 4l2 −6l 2l2 0 0 0 0
−12 −6l 24 0 −12 6l 0 0
6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2 0 0
0 0 −12 −6l 24 0 −12 6l
0 0 6l 2l2 0 8l2 −6l 2l2
0 0 0 0 −12 −6l 12 −6l
0 0 0 0 6l 2l2 −6l 4l2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
w2
ϕ2
w3
ϕ3
w4
ϕ4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
−ω2ρLAl
420
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
156 6l −12 6l 0 0 0 0
22l 4l2 13l −3l2 0 0 0 0
54 13l 312 0 54 −13l 0 0
−13l −3l2 0 8l2 13l −3l2 0 0
0 0 54 13l 312 0 54 −13l
0 0 −13l −3l2 0 8l2 13l −3l2
0 0 0 0 54 13l 156 −22l
0 0 0 0 −13l −3l2 −22l 4l2
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣
0
0
w2
ϕ2
w3
ϕ3
w4
ϕ4
⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= 0,
(2.40)
pri čemer smo upoštevali pogoj konzolnega vpetja z ϕ1 = 0 in φ1 = 0.
Z uporabo programskega jezika Python rešimo sistem enačb in pridemo do rešitve
lastnih vrednosti, ki so navedene v preglednici 2.3.
Preglednica 2.3: Prve štiri lastne frekvence nosilca, izračunane po MKE.
Št. Lastna frekvenca [Hz]
1. 25,09
2. 157,19
3. 440,14
4. 862,50
2.3.4 Končni element SHELL 181
Element SHELL 181 spada med ploskovne končne elemente in izvira iz ANSYS Mecha-
nical APDL programskega okolja. V osnovi je oblike štirikotnika, za polnjenje nepra-
vilnih oblik pa se uporablja degenerirana trikotna oblika, kot je razvidno iz slike 2.6.
Sestavljajo ga štiri vozlǐsča s šestimi prostostnimi stopnjami, in sicer tri translatorne
in tri rotacijske prostostne stopnje v treh dimenzijah.
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Formulacija elementa je osnovana na logaritmični deformaciji in merjenju dejanskih
napetosti. Kinematika elementa dovoljuje končne deformacije plošče, vendar vedno
velja predpostavka majhnih sprememb ukrivljenosti v časovnem inkrementu.
Element je primeren za analizo struktur s tanǰsimi stenami in za večplastne plo-
skovne strukture. Pri snovanju modela površino mrežimo, debelino stene strukture
pa predpǐsemo kot lastnost elementa. [11]
Slika 2.6: Model ploskovnega elementa SHELL 181 [11].
2.3.5 Končni element SOLID 185
SOLID 185 je oznaka za volumski končni element, ki izvira iz ANSYSMechanical APDL
programskega okolja. Struktura elementa je lahko homogena ali plastovita, v okviru
zaključne naloge pa obravnavamo zgolj homogeno strukturo. Element popisuje osem
vozlǐsč s tremi prostostnimi stopnjami, in sicer prostosti pomikov v x, y in z- smeri. Za
polnjenje nepravilnih oblik se lahko element iz osnovne konfiguracije reducira v šest,
pet, ali štiri vozlǐsčno obliko. Osnovna oblika in nepravilne oblike so prikazane na sliki
2.7. Materialne lastnosti so popisane ortotropno glede na izbran koordinatni sistem.
SOLID 185 končni element je primeren za 3D strukture preprosteǰse oblike. [12]
element SOLID 185 omogoča tudi:
– plastičnost,
– hiperelastičnost,
– utrjevanje,
– sposobnost velike deformacije,
– sposobnost prenašanja velikih napetosti.
Slika 2.7: Model volumskega elementa SOLID 185 [12].
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V nadaljevanju so predstavljeni rezultati analitičnega preračuna in vseh izvedenih nu-
meričnih simulacij. Kot prvo je izvedena primerjava analitičnih in numeričnih rezul-
tatov modalne analize pravokotne plošče. Predstavljen je tudi osnovni princip progra-
miranja v APDL programskem jeziku. Naprej so predstavljeni rezultati numeričnih
modalnih simulacij struktur, s katerimi se pogosto srečujemo v praksi (npr. togo vpet
kotni profil). Lastne oblike posamezne strukture so predstavljene grafično, lastne fre-
kvence pa tabelarično na koncu vsakega podpoglavja.
3.1 Rešitev analitične modalne analize plošče
V poglavju 2.2 je podana celotna izpeljava frekvence pravokotne plošče (2.26). Z zna-
nimi materialnimi lastnostmi in dimenzijami plošče je mogoče iz tabele 2.1 določiti
brezdimenzijski parameter λij. Preostane le še vstavljanje parametrov v enačbo, kar je
v celoti izvedeno v programskem jeziku Python.
Preglednica 3.1: Dimenzije in materialne lastnosti plošče.
Parameter Vrednost
a [mm] 500
b [mm] 750
h [mm] 1
E[MPa] 200000
ν[/] 0,3
ρ[ g
mm3
] 7850 · 10−6
γ[ g
mm2
] 7850 · 10−6
Preglednica 3.2: Analitično določene lastne frekvence plošče.
Št. Lastna frekvenca [Hz]
1. 8,70
2. 9,33
3. 20,16
4. 21,73
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3.2 Numerična modalna analiza
Numerična analiza vseh modelov je izvedena v ANSYSMechanical APDL programskem
okolju. Simulacije so v celoti programirane v APDL programski kodi, od geometrije
do robnih pogojev. Na sliki 3.1 je prikazan diagram poteka programiranja v APDL
programskem jeziku.
Slika 3.1: Diagram poteka programiranja v programskem jeziku APDL.
3.2.1 Pravokotna plošča
V poglavju 3.1 smo lastne frekvence ravne pravokotne plošče izračunali analitično. Isti
strukturi sedaj določimo lastne frekvence in oblike z numerično analizo. Rezultate
analitične analize vzamemo za referenco, s katero lahko potrdimo pravilnost postavlje-
nega modela. APDL koda simulacije odziva plošče brez vpetja je podana v Priloga A:
Programska koda numerične analize ravne plošče.
Z definiranimi materialnimi lastnostmi in geometrijo, je model pripravljen za mreženje.
Na sliki 3.2 je prikazan mrežen model pravokotne plošče.
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Slika 3.2: Mreža modela ravne plošče.
Naslednji korak je numerično reševanje pripravljenega modela, lastne oblike plošče so
vidne na sliki 3.3, lastne frekvence pa v preglednici 3.3. Pri reševanju se program
zanaša na ustvarjeno mrežo in predpisane materialne lastnosti, pomembna je gostota
mreže modela.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.3: Lastne oblike pravokotne plošče: a) prva, b) druga, c) tretja in d) četrta
lastna oblika.
Preglednica 3.3: Lastne frekvence plošče, izračunane analitično in numerično z volum-
skimi in ploskovnimi končnimi elementi.
Frekvenca Analitično [Hz] SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz]
1. 8,70 8,68 8,68
2. 9,33 9,26 9,25
3. 20,16 20,03 20,03
4. 21,73 21,57 21,57
5. 25,15 24,95 24,95
Čas reševanja [s] 14,23 9,45
S preprosto simulacijo je numerični model potrjen. Iz dobljenih rezultatov je jasno
razvidna razlika v numerični zahtevnosti ploskovnega končnega elementa proti volum-
skemu.
V nadaljevanju se osredotočimo na analizo profilov, s katerimi se pogosto srečujemo v
praksi.
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3.2.2 Kotni profil
Obravnavan je preprost kotni profil, katerega mere so prikazane na sliki 3.4. V nadalje-
vanju je prikazana mreža modela (slika 3.5) in rešitve simulacije (slika 3.6). Podrobneje
so rezultati prikazani v preglednici 3.4 spodaj. APDL koda simulacije s ploskovnim
elementom SHELL 181 pri podpori prosto-prosto je podana v Priloga B: Programska
koda numerične analize kotnega profila.
Slika 3.4: Dimenzije kotnega profila.
Slika 3.5: Mreža modela kotnega profila.
Iz slike 3.6 je razvidno, da je prva lastna oblika upogibna v y-smeri, druga upogibna v
z-smeri, tretja upogibna z dvema polvaloma in četrta lastna oblika je torzijska.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.6: Lastne oblike prosto-prosto podprtega kotnega profila: a) prva, b) druga, c)
tretja in d) četrta lastna oblika.
Preglednica 3.4: Lastne frekvence kotnega profila, simulirane z volumskimi in ploskov-
nimi elementi.
Frekvenca SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz]
1. 100,34 103,21
2. 192,06 200,11
3. 276,28 284,21
4. 287,70 313,05
5. 479,52 504,59
3.2.3 Profil brez ojačitev
V namene nadaljnje obravnave vpliva ojačitev tankih pločevin, najprej obravnavamo
navaden jeklen trak, katerega dimenzije so prikazane na sliki 3.7. Mreža modela je
razvidna na sliki 3.8.
21
Analiza plošče
Slika 3.7: Dimenzije profila brez ojačitev.
Slika 3.8: Mreža modela profila brez ojačitev.
Z definirano mrežo modela izvedemo numerično simulacijo. Na sliki 3.9 so prikazane
lastne oblike, v preglednici 3.5 pa lastne frekvence profila brez vpetja. Opazimo, da so
prve tri lastne oblike upogibne, prva ima enega, druga dva in tretja tri polvale. Četrta
lastna oblika je torzijska.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.9: Lastne oblike profila brez ojačitev in brez vpetja: a) prva, b) druga, c)
tretja in d) četrta lastna oblika.
Da se približamo primerom, s katerimi bi se srečali v praksi, poleg odziva strukture
pri vpetju prosto-prosto obravnavamo še dvojno konzolno vpetje, kakršno je prikazano
na sliki 3.10. O tovrstnem vpetju govorimo tudi v nadaljevanju, kadar je omenjeno
vpetje strukture. Lastne oblike dvojno konzolno vpetega profila so razvidne iz slike
3.11, lastne frekvence pa iz tabele 3.5.
Slika 3.10: Shema dvojnega konzolnega vpetja.
Lastne oblike so enake narave pri dvojnem konzolnem vpetju (slika 3.11), kot pri vpetju
prosto-prosto.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.11: Lastne oblike konzolno vpetega profila brez ojačitev: a) prva, b) druga, c)
tretja in d) četrta lastna oblika.
Preglednica 3.5: Lastne frekvence profila brez ojačitev, simulirane z volumskimi in
ploskovnimi elementi.
Robni pogoji Prosto Konzolno vpetje
Frekvenca SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz] SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz]
1. 20,77 20,77 21,18 21,18
2. 57,34 57,34 58,38 58,38
3. 112,66 112,66 114,53 114,52
4. 124,99 124,92 131,96 131,88
5. 186,71 186,71 189,58 189,57
Opazimo dobro ujemanje med lastnimi frekvencami modelov volumskih in ploskovnih
elementov (preglednica 3.5). Do znatnega odstopanja pride zgolj pri torzijskih lastnih
oblikah, kar je najverjetneje posledica obravnave strižnih napetosti znotraj lupinskega
elementa.
3.2.4 Profil z vtisom
Sodobna tehnologija vedno bolj teži k nizki porabi materiala pri proizvodnji izdelka,
kompaktnosti in nizki teži, hkrati pa morajo strukture ohranjati togost in trajnostno
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ohranjati funkcionalnost. Da to dosežemo, se poslužujemo ojačitev, s katerimi želimo
povečati togost neke strukture brez bistvenega vpliva na maso.
Na sliki 3.14 so prikazane lastne oblike in frekvence profila, ojačanega z vtisom, naprej
pa mreža 3.13 modela in rešitve simulacij 3.14, 3.15. Podrobneje so rezultati predsta-
vljeni v preglednici 3.6 spodaj.
Slika 3.12: Dimenzije profila z vtisom.
Slika 3.13: Mreža modela profila, ojačanega z vtisom.
Na sliki 3.14 vidimo drugo upogibno lastno obliko z enim polvalom in četrto z dvema
polvaloma. Ostale lastne oblike so kompleksneǰse, kar je pričakovano za strukturo bolj
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zapletene oblike. Odziv je enake narave tako za prosto-prosto vpetje, kot za dvojno
konzolno vpetje (slika 3.15).
(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.14: Lastne oblike profila z vtisom brez vpetja: a) prva, b) druga, c) tretja in
d) četrta lastna oblika.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.15: Lastne oblike konzolno vpetega profila z vtisom: a) prva, b) druga, c)
tretja in d) četrta lastna oblika.
Preglednica 3.6: Lastne frekvence valjanega profila, simulirane z volumskimi in plo-
skovnimi elementi.
Robni pogoji Prosto Konzolno vpetje
Frekvenca SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz] SOLID 185 [Hz] SHELL 181 [Hz]
1. 76,26 66,33 134,05 126,12
2. 181,23 165,15 247,69 247,39
3. 248,41 249,48 337,93 322,08
4. 372,42 350,56 495,96 471,27
5. 507,23 482,72 627,22 601,72
V preglednici 3.6 opazimo večje odstopanje lastnih frekvenc modelov ploskovnih in
volumskih elementov. Vzrok temu je lahko manj kvalitetna mreža v ključnih območjih
modela. Lastne frekvence so tudi trikrat vǐsje od lastnih frekvenc neojačanega profila
(preglednica 3.5).
3.2.5 Profil z navarjenim ojačitvenim rebrom
V poglavju 3.2.4 smo analizirali vpliv ojačitve profila z vtiskanjem. V nadaljevanju
obravnavamo vpliv navarjanja ojačitvenega rebra na dinamski odziv. Opazujemo profil,
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prikazan na sliki 3.16. Naprej je model mrežen (slika 3.17) in numerično rešen, kar je
prikazano na slikah 3.18 in 3.19. Podrobneje so rezultati predstavljeni v preglednici
3.7.
Slika 3.16: Dimenzije profila z navarjenim ojačitvenim rebrom.
Slika 3.17: Mreža modela profila z navarjenim ojačitvenim rebrom.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.18: Lastne oblike profila z navarjenim ojačitvenim rebrom brez vpetja: a)
prva, b) druga, c) tretja in d) četrta lastna oblika.
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(a) (b)
(c) (d)
Slika 3.19: Lastne oblike konzolno vpetega profila z navarjenim ojačitvenim rebrom:
a) prva, b) druga, c) tretja in d) četrta lastna oblika.
Za primer prosto-prosto vpetega (slika 3.18) in dvojno konzolno vpetega varjenega
profila (slika 3.19) je prva, druga in četrta lastna oblika torzijska, medtem ko je tretja
upogibna.
Preglednica 3.7: Lastne frekvence varjenega profila, simulirane z volumskimi in plo-
skovnimi elementi.
Robni pogoji Prosto Konzolno vpetje
Frekvenca SOLID185 [Hz] SHELL181 [Hz] SOLID185 [Hz] SHELL181 [Hz]
1. 67,71 68,33 70,77 71,41
2. 136,00 137,27 142,55 143,83
3. 155,84 151,22 154,43 150,10
4. 206,14 208,03 216,33 218,24
5. 278,75 281,27 293,06 295,60
V preglednici 3.8 so prikazane lastne frekvence profila brez ojačitve in obeh profilov
z ojačitvijo. Prikazani so primeri brez vpetja, simulirani z končnimi elementi SOLID
185.
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Preglednica 3.8: Primerjava lastnih frekvenc profilov brez ojačitve in z ojačitvijo za
profile brez vpetja, simulirane z SOLID 185 elementi.
Frekvenca Brez ojačitve [Hz] Z vtisom [Hz] Varjen [Hz]
1. 20,77 76,26 67,71
2. 57,34 181,23 136,00
3. 112,66 248,41 155,84
4. 124,99 372,42 206,14
5. 186,71 507,23 278,75
Za profil enakih dimenzij opazimo tudi trikratno povečanje vrednosti lastnih frekvenc
z uporabo ojačitev. Iz preglednice 3.8 je razvidno,
3.3 Povzetek analize
Iz tabele (3.1) je razvidno, da se rezultati analitične in numerične analize ravne plošče
zelo dobro ujemajo in sklepamo lahko, da so rezultati numerične analize kredibilni pod
pogojem dobre kvalitetne mreže. V vseh primerih lahko opazimo tudi dobro ujema-
nje med rezultati ploskovnih in volumskih elementov, pri čemer je ključen manǰsi čas
reševanja pri uporabi ploskovnih elementov. Zaključimo lahko torej, da je uporaba
ploskovnih elementov pri simulaciji tankih konstrukcij učinkovita in smiselna rešitev.
Ugotovili smo, da je pri postavljanju numeričnega modela uporaba ploskovnih elemen-
tov za tanǰse strukture smiselna pri večjem številu elementov, za manǰse oz. manj
natančne modele pa nima večjega vpliva.
Iz tabele 3.8 je razvidno, da lahko z ojačitvijo znatno vplivamo na dinamični odziv
struktur. Iz rezultatov lahko sklepamo, da je mogoče s preprostimi prilagoditvami na
obstoječi strukturi vplivati na togost sistema (in s tem na dinamski odziv) v dovolǰsnji
meri, da s tem odpravimo morebitne vibracijske težave, oziroma težave s hrupom.
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4 Zaključki in diskusija
1. Analizirali smo lastne frekvence in lastne oblike pravokotne plošče.
2. Obravnavali smo volumske in ploščinske elemente pri numerični modalni analizi.
3. Opravili smo numerične simulacije dinamskih odzivov struktur, ki predstavljajo
pogoste konstrukterske rešitve.
4. Analizirali smo vpliv ojačitve na dinamski odziv struktur.
5. Ugotovili smo, da so volumski elementi numerično zahtevneǰsi in imajo vpliv na
čas izračuna. Odstopanja med rezultati posameznih končnih elementov so bila
zanemarljiva.
6. Ugotovili smo, da je mogoče z ojačitvami znatno dvigniti lastne frekvence struk-
ture brez (velikega) vpliva na maso.
Predlogi za nadaljnje delo
Numerična analiza struktur s končnimi elementi je z razvojem in dostopnostjo strojne
in programske opreme postala ključen del skorajda vsakega konstrukcijskega procesa.
Nadaljnje delo v smeri, postavljeni v zaključni nalogi, bi lahko vsebovalo eksperimen-
talne meritve realnih struktur in nadaljnje analize različnih vrst končnih elementov,
katere ima inženir na razpolago pri postavljanju numeričnega modela. Ustvarili bi
knjižnico vrst elementov in njihove učinkovitosti (natančnost in numerično zahtevnost)
pri simulaciji določenih struktur. Nadalje bi lahko analizirali nabor ojačitev profila in
njihovega vpliva na dinamski odziv struktur. Zbrani podatki bi konstrukterju koristili
pri optimizaciji izdelka.
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Priloga A: Programska koda nu-
merične analize ravne plošče
/PREP7
! Podatki
EM1 = 2e5 ! Youngov modul
PO1 = 0.3 ! Poissonov količnik
D1 = 7850e-12 ! Gostota
A = 750 ! Dimenzije pravokotnika
B = 500
! Definicija površine
RECTNG,0,A,0,B
! Materialne lastnosti
MPTEMP, , , , , , ,
MPTEMP,1,0
MPDATA,EX,1,,EM1 ! Youngov modul
MPDATA,EY,1,,EM1
MPDATA,EZ,1,,EM1
MPDATA,DENS,1,,D1 ! Gostota
MPDATA,PRXY,1,,PO1 ! Poissonov količnik
! Vrsta elementov
ET,1,PLANE182 ! Definicija tipov elementov
ET,2,SOLID185
KEYOPT,2,2,3 ! Enhanced strain formulation
ESIZE,5,0 ! Velikost elementa
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! Mreženje
ASEL,ALL,,
CM,A1,AREA
AMESH,A1
! Ekstrudiranje
TYPE,2 ! Priprava na ekstrudiranje
EXTOPT,ESIZE,1,0 ! Št. elementov ob ekstrudiranju
EXTOPT,ACLEAR,0
EXTOPT,ATTR,0,0,0
MAT,1
REAL,1
ESYS,0
VEXT,ALL, , ,0,0,1,,,, ! Ekstrudiranje
ESEL,U,TYPE,,1 ! Odstranitev ravninskega elementa
NSEL,ALL
FINISH
! Reševanje
/SOLU
ANTYPE,MODAL ! Tip analize
MODOPT,LANB,5,1 ! Opcije analize
EQSLV,SPAR
SOLVE
FINISH
! Post procesiranje
/POST1 ! Prikaz rešitve
SET,FIRST
/VIEW,1,1,1,1
/ANG,1
FINISH
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Priloga B: Programska koda nu-
merične analize kotnega profila
/PREP7
! Podatki
EM1 = 2e5 ! Youngov modul
PO1 = 0.3 ! Poissonov kolicnik
Den = 7850e-12 ! Gostota
! Definicija točk
K,1,0,0,0
K,2,5,5,0
K,3,-5,5,0
K,4,0,0,500
K,5,5,5,500
K,6,-5,5,500
! Tvorjenje površine
A,1,2,5,4
A,1,3,6,4
! Materialne lastnosti
MP,EX,1,EM1 ! Modul elastičnosti
MP,EY,1,EM1
MP,EZ,1,EM1
MP,DENS,1,Den ! Gostota
MP,PRXY,1,P01 ! Poissonov količnik
! Realne konstante
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MAT,1
REAL,1
ESYS,0
! Tip elementa
ET,1,SHELL181 ! Tip elementa
ESIZE,1 ! Velikost elementa
SECTYPE,1,SHELL,,
SECDATA,0.5
! Mreženje
ALLSEL,ALL,AREA ! Izbrane vse ravnine in tvorjena komponenta
CM,A1,AREA
NUMMRG,KP ! Združitev skupnih točk
AMESH,A1 ! Mreženje
CMDELE,A1
NSEL,ALL
FINISH
! Reševanje
/SOLU
ANTYPE,MODAL ! Tip analize
MODOPT,LANB,5,1 ! Opcije analize
EQSLV,SPAR
SOLVE
FINISH
! Post procesiranje
/POST1 ! Prikaz rešitve
SET,FIRST
FINISH
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